Задачі в навчанні математики.

Роль математичних задач: історія свідчить, що математика як наука виникла із задач і розвивається в основному для вирішення задач і через задачі. У учбовому процесі задачі виконують важливу роль, 2/3 учбового часу відводиться на рішення задач. Вирішуючи задачі, що вчаться застосовувати одержані теоретичні знання з практики, розвивають мислення і просторові уявлення, оскільки доводиться аналізувати, зіставляти, узагальнювати і т.д., сприяють вихованню учнів. Особливо корисні для активізації розумової діяльності учнів, розвитку їх творчих здібностей, для прищіплення інтересу до математики.

Що таке задача? Немає загальноприйнятого визначення поняття «задача». Існує близько 20 визначень, наприклад, математичною задачею називається задача, вирішувана математичними методами. Або описове визначення: 

Математична задача - це яка-небудь вимога обчислити, побудувати, довести або дослідити що-небудь, що стосується просторових форм і кількісних відносин. 

Яка потрійна задача? Основні компоненти задачі: умови-вимоги. Всяке або декілька умов - висловів, що приймаються за істинне і одне або декілька вимог. Якщо в умові один об'єкт, то указується його кількісна або якісна характеристика (поняття), якщо 2 об'єкти або більш, то указуються відносини між ними, залежність між об'єктами - теоретична основа. 

Типи задач. В процесі навчання найдоцільнішим є розподіл задач на наступні 3 типи: 1) алгоритмічні; 2) напівалгоритмічні; 3) евристичні задачі. 

До алгоритмічних відносяться задачі, які розв'язуються за допомогою безпосереднього застосування визначення, формули, доведеної теореми, для вирішення яких є алгоритм. Роль таких задач - навчити учнів діяти в стандартних умовах.

До напівалгоритмічних відносяться задачі, правила рішення яких носять узагальнений характер і не можуть бути зведені до об'єднання елементарних кроків, але зв'язки між елементами легко виявляються. Вирішуючи їх, учень вчитися згортати знання, вчитися застосовувати алгоритми в різних ситуаціях, відбувається узагальнення правил рішення задач. 

До евристичних відносяться ті задачі, для вирішення яких необхідно з'ясувати деякі приховані зв'язки між елементами умови і вимоги або знайти спосіб рішення невідомий тим, що вчиться. 

Тема «Теорема Піфагора». Алгоритмічна задача: А прямокутному трикутнику гіпотенуза і катет відповідно рівні 17 см і 8 з. Знайдіть другий катет. Напівалгоритмічна: Знайдіть відстань від центру кола, радіус якого 41 см до хорди, рівної 18 см. Евристична: Сторони трикутника рівні 11, 25 і 30 см. Знайдіть висоту, проведену до більшої сторони. 

Саме така типологія задач дає ясний напрям діяльності вчителя по організації навчання задач, що вчаться рішенню. 

Вимоги до рішення задач. Рішення задачі - це ланцюжок тверджень, перетворень, обчислень, яка виходить в процесі її рішення. До рішення пред'являються три обов'язкові вимоги: 1) безпомилковість (таке рішення, яке не містить помилок і розглянуті всі можливі випадки, не втрачені рішення); 2) обґрунтованість (пояснити і обґрунтувати істотне, уникати багатослівності і надмірної деталізації); 3) повнота рішення, вичерпний характер (якщо задача має декілька рішень, а учень знайшов тільки одне, то рішення не можна вважати закінченим, воно неповне). І бажані вимоги: 4) найбільша простота рішення (раціон); 5) належний його запис; 6) з'ясування шляху рішення; 7) можливе узагальнення рішення задачі.

Як учити учнів вирішувати задачі:

Давно відомо, щоб навчитися вирішувати задачі, треба їх вирішувати. Задача вчителя - допомогти учням набути досвіду рішення задач. У МПМ загальноприйнятий розподіл процесу рішення будь-якої задачі на 4 основні етапи: 1. Засвоєння змісту задачі. 2. Складання плану рішення задачі. 3. Реалізація плану рішення. 5. Аналіз і перевірка правильності рішення задачі. 

Провідною евристикою 1 етапу є афоризм: Добре зрозуміти питання - значить наполовину відповісти на нього. Ради: 

1. Не поспішати вирішувати задачу (представити задачну ситуацію в цілому, вникнути в її зміст, виділити дані і шукані за допомогою малюнка, таблиці, схеми, графіка і т.д.) Для самостійного аналізу умови задачі можна запропонувати тим, що вчиться наступний алгоритм: 1) Перерахувати всі об'єкти, про яких мовитися в умові; 2) розкрити математичне значення кожного об'єкту (слова, символу, терміну), використовуючи її визначення; 3) Зробити всілякі висновки з одержаної інформації. 

2. Рада: пригадайте, чи не зустрічалися раніше з аналогічною ситуацією; 

3. Вивчіть мету (вимога), поставлену задачею, виявіть, які теоретичні положення связанни з даною задачею в цілому або з деякими її елементами.

2 етап. Складання плану рішення є головним кроком на шляху її рішення. На цьому етапі корисне навчання школярів наступній системі Евристик: 1) чи відомо яка-небудь споріднена задача? Аналогічна? Якщо так, то складання плану не буде скрутним; 2) якщо ні, то спробуйте співвіднести дану задачу до якого-небудь типу (вигляду) задач; 3) якщо і це не вдається, то спробуйте сформулювати задачу інакше, спростити і узагальнити при переформуліровке; 4) розчленувати умову на окремі елементи, спробуйте вирішити лише частину задачі або розчленувати задачу на простіші задачі (допоміжні).

3 етап. Запис рішення - справа техніки. 1) Необхідно вибирати такий спосіб оформлення рішення, за допомогою якого модно було б зафіксувати рішення в стисло і ясній формі; 2) перевіряйте кожен свій крок; 3) застосовуйте різні способи. Записи повинні повно відображати математичну підготовку учнів. 

4 етап. 2 Ради: 1. Перевірте результат; 2. Перевірте хід рішення. Виділіть головне - те, що корисно знати, уміти і пам'ятати.

Навчання математиці через задачі

Зразково половина уроків математики в середній школі, як вже указувалося, відводиться рішенню математичних задач і виконанню вправ. Таким чином, навчання математиці здійснюється і при рішенні задач. Вже розглянута повчальна роль учбових математичних задач: при рішенні математичних задач учні засвоюють багато математичних понять, опановують математичною символікою, навчаються проведенню доказів і т. д., тобто навчаються математиці. Але цим не обмежується навчання математиці через задачі. Здійснюючи такий шлях навчання математиці, вчитель ставить перед тією або іншою конкретною задачею дидактичні цілі, досягши яких і здійснюється навчання через задачі. Які ж дидактичні цілі можуть бути поставлені перед математичними задачами? 

Математичні задачі можуть мати на своїй дидактичній меті підготовку до вивчення теоретичних питань математики (нових понять, методів, теорем). Така ж мета ставиться перед рішенням задач, за допомогою яких перед вивченням нових теоретичних питань в пам'яті і свідомості учнів відновлюються ті відомості, знання яких необхідне для вивчення нових математичних фактів. Ці задачі не повинні бути складними і можуть розв'язуватися усно. Приклади: 

1. Перед вивченням властивостей ступенів з раціональними показниками корисні вправи в застосуванні властивостей ступенів з цілими показниками. 

2. Вивченню розподільного закону множення (по відношенню до складання) для раціональних чисел можуть передувати задачі, при рішенні яких нагадується застосування цього закону для цілих чисел. Саме так учні навчаються вірному застосуванню аналогії. 

Рішення деяких задач в IV-VI класах може бути проведене з таким розрахунком, що після серії задач (вправ) вчитель може сформулювати нову пропозицію (визначення, алгоритм і т. д.). 

3. Введенню визначення множення позитивних і негативних чисел можуть передувати вправи в обчисленнях з такими числами, виконувані за допомогою моделі термометра. Чітке виділення характеристик (знаку і модуля) твору, порівняння їх з відповідними характеристиками множників дозволяють помітити закономірності виконання множення і сформулювати визначення (правило). 

Дидактичною метою учбових математичних задач може бути закріплення тільки що придбаних теоретичних знань. Це можуть бути задачі для засвоєння математичних понять і їх визначень, для формування умінь, для закріплення формулювань, аксіом і теорем, для закріплення методів доказів і т.д. Такі задачі слідують за вивченням теоретичних відомостей. Приклади: 

4. Два кути мають загальну вершину. Чи можуть вони бути несуміжними і невертикальними? 

Ця задача призначена для закріплення у понять, що вчаться, про суміжні і вертикальні кути. 

5. Для закріплення формулювання теореми Вієта корисно вирішувати задачі, подібні наступною. У рівнянні х+рх+35 = 0 одне з коріння рівне - 7. Обчисліть Інше коріння і значення коефіцієнта р. 

Ілюстрація додатків вивченого також може бути дидактичною метою математичних задач. З такою метою пропонуються тим, що вчиться практичні задачі, що ілюструють додатки математики в техніці, побуті, суміжних шкільних предметах 

Таке ж призначення мають задачі на застосування тотожних перетворень до спрощення обчислень. 

Приклад: Доведіть, що сума двох діагоналей опуклого чотирикутника менше його периметра, але більше напівпериметра. При рішенні цієї задачі застосовуються властивість відстаней (так звана "аксіома трикутника") і властивості нерівностей. 

Задачі на додатки можуть бути запропоновані після вивчення теорії, при формуванні умінь і навиків, а можуть і передувати вивченню теорії з метою створення проблемної ситуації. 

Дидактичною метою задач і вправ може бути формування умінь і навиків. 

1) Мета формування умінь звичайно ставиться при рішенні перших задач, виконанні перших вправ по оволодінню новим прийомом, алгоритмом, методом рішення деякого класу задач, а також задач, що показують практичну цінність вивчаються способу, прийому, методу. Це повинні бути задачі, при рішенні .которых учні привчаються оперувати знов вивченим, застосовувати загальний спосіб, алгоритм, метод в конкретній ситуації. Такі задачі не повинні бути складними, в них. повинне виразно виявлятися те, що знов вивчається, лише поступово в задачі можуть вводитися ускладнення, так щоб знов формоване уміння включалося у вже наявну систему математичних умінь і навиків вчаться. Перші такі задачі слід вирішувати з докладним поясненням з боку всіх нових деталей рішення, що вчаться, з докладними записами на дошці. Це допомагає осмисленому формуванню умінь, осмислені ж уміння формуються швидше і довше зберігаються. 

2) Формування математичних навиків може бути дидактичною метою не окремої задачі, а системи задач і вправ. Уміння оперувати багатьма прийомами, способами і методами рішення математичних задач повинно бути автоматизовано, доведено до навику, щоб при рішенні задач технічна сторона не відволікала мислення вирішального задачу, а допомагала рішенню. Учні повинні володіти міцними і стійкими навиками обчислень, тотожних перетворень, рішення у рівнянь, нерівностей і їх систем, геометричних побудов і ін. 

Навики формуються на основі осмислених знань і умінь шляхом многократног" повторення операцій, дій, прийомів, алгоритмів, що становлять предмет вивчення. Тому для формування навиків потрібна ретельно продумана система вправ і задач. У такій системі повинна бути правильно встановлена послідовність вправ з урахуванням індивідуальних особливостей і можливостей учнів і принципу "від простого до складного". Слід дотримувати розумну різноманітність вправ і задач в системі. При цьому знання учнів по математиці повинні удосконалюватися з рішенням кожної нової задачі. Слід добиватися, щоб усвідомлені уміння і навики учні одержували при якнайменших витратах часу. 

Міцні, стійкі і гнучкі навики формуються тоді, коли вони застосовуються спільно з раніше сформованими уміннями і навиками у виконанні інших дій. Саме таким чином знов формовані навики включаються в систему знань людини. До того ж рішення задач, що вимагають застосування і раніше одержаних навиків, істотно допомагає підкріпленню дуже важливого уміння застосовувати одержані знання, уміння і навики в різних ситуаціях. 

Дидактичною метою математичних задач є і повторення раніше вивченого. При рішенні більшості задач учні застосовують раніше одержані знання, уміння, навики. Така особливість математики, що полягає в тісному взаємозв'язку і взаємообумовленості її розділів. Таким чином, незалежно від цілей, поставлених вчителем перед рішенням конкретної задачі, при її рішенні відбувається повторення вивченого раніше. Але повторення вивченого може бути і спеціальним призначенням задач, запропонованих вчителем. Наприклад, рішення задач на завершальних уроках по тій або іншій темі має на своїй дидактичній меті повторення, систематизацію і уточнення знань, одержаних при вивченні цієї теми, і закріплення сформованих умінь і навиків, що також вимагає повторення. Таке ж призначення задач, вирішуваних при повторенні математики в кінці учбових чвертей року. 

Контроль за засвоєнням математичних знань - одна з дидактичних цілей математичних задач і вправ. Кожна задача практично має своїм призначенням поточний контроль або самоконтроль. Задачі, вирішувані фронтально з відтворенням рішення тими, що вчаться на дошці, призначаються і для з'ясування утруднень вчаться, пропусків в їх знаннях, ступеня засвоєння нових теоретичних знань, методів рішення задач, що вивчаються, міцності, стійкості і гнучкості раніше придбаних знань, умінь і навиків. Таке ж призначення є і у самостійно вирішуваних задач. 

У перевірочних і контрольних роботах головним призначенням вирішуваних задач є підсумковий контроль за тим, наскільки вірно вчитель учив, а учні навчалися по тих або інших розділах математики. 

Організація навчання рішенню математичних задач

Фронтальне рішення задач. Під фронтальним рішенням задач звичайно розуміють рішення однієї і тієї ж задачі всіма учнями класу в один і той же час. Організація фронтального рішення задач може бути різною. 

1) Усне фронтальне рішення задач найбільш поширене в IV-VII класах, декілька рідкі, хоча і знаходить застосування, в старших класах середньої школи. Це перш за все виконувані усно вправи в обчисленнях або тотожних перетвореннях і задачі-питання, істинність відповідей на які підтверджується усними доказами. В даний час вчителі математики IV-VII класів майже на кожному уроці проводять "п'ятихвилинки" усних вправ. На жаль, часто цим і обмежується виконання усних вправ. А треба відзначити, що однією із задач навчання математиці є навчання швидким усним обчисленням. Рішення цієї задачі треба добиватися на всіх етапах навчання, тому там, де це можливо (а не тільки на "п'ятихвилинках" усного рахунку), обчислення слід виконувати усно. Якщо учні навчаться усно виконувати обчислення і нескладні перетворення, то на уроках математики, фізики, хімії звільниться значна частина часу, який зараз витрачається на нераціональне виконання обчислень і викладень. 

При організації усних фронтальних вправ слід врахувати, що використовування табличок, таблиць, кодоськопа і інших засобів уявлення що вчиться усної задачі значно економить брешемо; усних вправ і пожвавить уроки математики. 

Таблички виготовляє звичайно вчитель або окремі учень) за його завданням. На малюнку 44 наводяться приклади табличок із завданнями для усних обчислень при вивченні множення дробни) і цілих чисел (зручні розміри табличок 300 х 150мм). 

Таблиці для усних вправ можуть мати різну форм і застосовуються неодноразово з різними завданнями. 

Як таблички, так і таблиці можуть бути зображені на плівці і спроектовані на екран або дошку через кодоськоп. Виготовлення табличок і таблиць - більш трудомістка справа, ніж транспарантів (кодопозітівов), а результати використовування практично рівноцінні. 

2) Письмове рішення задач із записом на класній дошці. У практиці навчання немало таких ситуацій, в яких зручніше, щоб одну і ту ж задачу вирішували всі учні класу одночасно з рішенням цієї ж задачі на дошці. При цьому задачу на дошці може вирішувати або вчитель, або учень по вказівці вчителя. Найчастіше таку організацію рішення задач на уроках математики застосовують: а) при рішенні перших після показу вчителем задач по ознайомленню з новими поняттями і методами; б) при рішенні задач, самостійно з якими можуть справитися не всі учні класу; у) при розгляді різних варіантів рішення однієї і тієї ж задачі - для порівняння і вибору кращого варіанту; г) при розборі помилок, допущених декількома учнями класу при самостійному рішенні задачі і т.д. У всіх цих випадках буває корисне і колективне рішення (або колективний розбір рішення задач). 

Розглянемо докладніше, як можна провести порівняння різних варіантів рішення задачі. Вчитель може при фронтальному усному аналізі умови задачі намітити разом з учнями декілька варіантів рішення задачі. Деякі з них як нераціональні можуть бути відразу знехтувані. Інші ж незнехтувані варіанти для кращого розгляду, оцінки і порівняння варто записати на дошці. У цих цілях можна відразу викликати двухтрех учнів до дошки для одночасного вирішення задачі різними способами (якщо дозволяють розміри дошки). Треба тільки врахувати, що керівництво рішенням задачі в цьому випадку вимагає деякої майстерності від вчителя: необхідно правильно розподілити свою увагу між учнями, вирішальними задачу у дошки, і рештою учнів класу. Потрібно також передбачити, щоб увага учнів класу, вирішальних задачу, не розсівалося діями учнів у дошки. Можна варіанти рішення відтворювати на дошці по черзі, але це займе більше часу. Для прискорення роботи вчитель може сам швидко виконати на дошці необхідні записи деяких варіантів рішення. Можливо також використовувати кодоськоп, за допомогою якого можна відтворювати заготовлені наперед записи інших рішень задачі. 

3) Письмове самостійне рішення задач. Найефективнішою є така організація рішення математичних задач, при якій учні навчаються творчо думати, самостійно розбиратися в різних питаннях теорії і додатків математики. Самостійне рішення що вчаться задач на уроках математики має багато переваг. 

По-перше, воно значне підвищує учбову активність учнів, порушує їх інтерес до рішення задач, стимулює творчу ініціативу. Таким чином, підвищується ефективність уроку. Самостійне рішення задач розвиває розумову діяльність учнів, а в цьому полягає одне з основних призначень задач і вправ на уроках математики. По-друге, не маючи нагоди копіювати рішення задачі з дошки, учень вимушений сам розбиратися в рішенні задачі, а тому і краще готуватися до уроків математики. По-третє, самостійне рішення математичних задач часто скорочує час, необхідний для опиту учнів на уроках математики, оскільки оцінювати успіхи учнів в деяких випадках можна і за підсумками самостійного рішення задач. По-четверте, вчитель дістає можливість направляти індивідуальну роботу учнів за рішенням задачі, запобігати помилкам, указувати шляхи їх виправлення. 

Допустимі різні форми організації самостійного рішення задач тими, що вчаться. 

Деякі вчителі так організовують самостійні роботи за рішенням задач на уроках математики: вчитель підбирає задачі; в процесі роботи вчитель допомагає деяким учням радою, як краще їх вирішити, іншим він радить звернутися до підручника, треті справляються з роботою без допомоги вчителя. Вчитель весь час спостерігає за роботою учнів, відзначаючи, кому з учнів і в чому він допоміг. Потім самостійна робота перевіряється і оцінюється з урахуванням ступеня самостійності учня. При такій організації самостійної роботи здійснюється і навчання, і контроль знань по розділу математики, що вивчається. Найчастіше вчитель наперед зумовлює цілі самостійних робіт за рішенням задач. Такі роботи можуть бути повчальними новим знанням, умінням і навикам, можуть бути призначені для закріплення вивченого і тренування в застосуванні теоретичних відомостей, можуть бути запропоновані з метою перевірки підготовленості учнів з вивчених питань. На повчальних самостійних роботах за рішенням математичних задач вчитель може надавати допомоги тим, що окремим вчиться, а може запропонувати самостійне рішення задачі після попереднього її аналізу і складання плану рішення. 

Існують і такі форми самостійних повчальних робіт по математиці, при виконанні яких учні самостійно вивчають невеликий теоретичний матеріал, розбирають зразки рішення задач, запропоновані вчителем, самостійно вирішують аналогічні задачі. 

Для кращого проведення самостійних робіт учнів за рішенням математичних задач корисно перед початком такої роботи проводити інструктаж, в якому чітко вказати, що повинні виконати учнів в такій роботі, який порядок її виконання, терміни і ін. Бажано після перевірки правильності самостійних рішень проаналізувати з учнями результати такої роботи. Це можливо на наступних уроках або на консультаціях. 

4) Коментування рішення математичних задач. Коментування рішення задач полягає в наступному: всі учні самостійно вирішують одну і ту ж задачу, а один з них послідовно пояснює (коментує) рішення. Деякі вчителі перетворюють коментування на запис під диктування: один учень відтворює голосом все, що він записує в зошит (без яких-небудь пояснень), а всі інші поспішно записують сказане їм. Ясно, що таке застосування коментування не приносить належної користі. 

Коментування позначає пояснення, тлумачення чого-небудь. Саме так і слід розуміти коментування при рішенні математичних задач. Учень-коментатор пояснює, на якій підставі він виконує те або інше перетворення, проводить те або інше міркування, побудову. При цьому кожен крок в рішенні задачі повинен бути виправданий посиланням на відомі математичні пропозиції. Ось приклад коментування: 

"4. Довести, що сума трьох послідовних натуральних чисел не може бути простим числом. 

Позначимо перше з цих чисел буквою n. Тоді два наступних за ним числа запишуться n+1,n+2, оскільки друге на 1, а третє на 2 більше першого числа. Запишемо суму цих трьох чисел і перетворимо її. Спочатку розкриваємо дужки, застосовуючи сполучний закон складання. Потім приводимо подібні члени. Виносячи загальний множник (по розподільному закону), одержуємо результат. 

Одержаний вираз є твір двох множників 3 і n +1, а тому воно не може бути простим числом ні при яких натуральних значеннях n." Таке коментування приносить явну користь при рішенні задач. Що вчаться, навіть недостатньо підготовлені по математиці, почувши пояснення наступного етапу в задачі, постараються виконати його самостійно. Правда, таке пояснення вимагає від учнів не тільки формального рішення задачі, але, що дуже важливе, і розуміння істоти виконуваного перетворення, активної роботи думки. Але ж цього і слід добиватися при рішенні задач. 

Індивідуальне рішення задач. 

1) Необхідність індивідуального підходу при організації навчання рішенню задач. Фронтальне рішення учбових математичних задач не завжди приводить до бажаних результатів в навчанні математиці. При фронтальній роботі всі учні класу вирішують одну і ту ж задачу. Для одних учнів ця задача може виявитися дуже легкою, і вони при рішенні такої задачі практично не черпнуть нічого нового. У інших, навпаки, задача може викликати серйозне утруднення. Тому необхідний облік індивідуальних особливостей учнів і у зв'язку з цим індивідуальний підбір задач. Задачі слід підбирати і систематизувати так, щоб, з одного боку, враховувалися можливості і здібності учня, з другого боку, його здібності розвивалися б. 

Задача вчителя полягає, отже, в тому, щоб з'ясувати підготовку, можливості і здібності до вивчення математики кожного учня класу і відповідно до цього організувати рішення математичних задач. Варто підкреслити цю думку. Думка про індивідуалізацію учбових математичних задач під силу і можливостям учнів. Це дозволяє оволодіти необхідними уміннями і навиками слабким учням і в значній мірі удосконалюватися сильнішим. 

2) Індивідуалізація самостійних робіт учнів за рішенням задач. В умовах, коли всі учні самостійно вирішують одну і ту ж задачу, вчитель може враховувати індивідуальні особливості учнів лише при наданні їм допомоги в рішенні задачі, при перевірці виконаної роботи. При цьому не повністю враховуються можливості учнів. Для повнішого обліку здібностей і математичної підготовки учнів, використовування їх можливостей необхідно пропонувати для самостійного вирішення учнів не однакові, а різні задачі з урахуванням індивідуальних особливостей учня. Але оскільки в класі є приблизно рівні по успіхах в математиці учні, то можна підбирати задачі не для кожного учня окремо (це було б скрутно для вчителя), а для окремих груп школярів класу. У цих цілях корисно використовувати "Дидактичні матеріали, що видаються тепер, по алгебрі", "Дидактичні матеріали по геометрії" для різних класів. При такій постановці навчання слабкі учні, справившися самостійно або за допомогою вчителя з простими задачами, знаходять віру в свої сили. Сильні ж учні мають нагоду удосконалювати свої здібності і пізнання в математиці. Зрозуміло, підбір індивідуальних завдань переслідує мету для кожної вибраної вчителем групи учнів скласти систему задач. Бажано, щоб учні не знали про те, кого з них в яку групу визначив вчитель. Ці групи не повинні мати постійного складу: у міру оволодіння необхідними знаннями учні "переводяться" з групи для менш підготовлених в іншу - для підготовленіших. 

3) Індивідуалізація самостійних робіт пропусків, що вчаться по усуненню, в знаннях математики. Виняткове значення придбавають самостійні роботи учнів по усуненню пропусків в знаннях математики. Такі пропуски можуть бути виявлені за допомогою перевірочних і контрольних робіт, а також при рішенні задач на уроці або удома. Учням, що працюють над усуненням пропусків в своїх знаннях по математиці, треба вказати в зошиті допущені помилки. При цьому сильним учням достатньо підкреслити невірний результат, а помилку такий учень знайде сам. Одним учням корисно підкреслити допущені помилки, а деяким, найслабіше підготовленим, виправити. У зошитах указуються розділи підручника, які учень зобов'язаний відновити в своїй пам'яті, і виписуються .задачи (можна вказати номери задач із задачників або підручників), які належить учню вирішити, щоб заповнити наявний пропуск в знаннях і уміннях. Звичайно, задачі підбираються з урахуванням причин, що викликали помилку. Річ у тому, що одна і та ж помилка може бути допущена з різних причин і усувати треба не помилку, а причину, її що породила. Така організація рішення задач по ліквідації пропусків в знаннях школярів приносить більшу користь, ніж фронтальні роботи над помилками. При цьому враховуються як індивідуальні особливості учнів, так і характер матеріалу, що вивчається. 

4) Домашнє рішення задач що вчаться. Зміст задач і вправ, пропонованих для домашньої роботи учнів, повинен бути підготовлене попередньою роботою на уроці. Це не означає, що для домашнього вирішення повинні пропонуватися лише задачі, аналогічні вирішеним в класі. Такі домашні завдання мало допомагають засвоєнню математики. Вирішуючи домашні задачі "як в класі", учні в кращому разі вдаються до аналогії, а однієї аналогії для навчання рішенню задач недостатньо. При такій роботі учні, як правило, спочатку вирішують задачі (виконують письмове завдання), а потім читають підручник по математиці. Порядок же повинен бути іншою: спочатку повторення по підручнику теоретичних відомостей, потім рішення задач. 

Домашнє завдання має на меті не тільки повторення вивченого на уроці, але і подальше вдосконалення математичних знань, умінь і навиків. З урахуванням цього воно і повинно бути складено. Вчитель дає необхідні вказівки за рішенням домашніх задач, проте не усуває всіх труднощів, які повинні подолати учнів в процесі рішення домашніх задач. Учні, вирішуючи задачі самостійно удома, зобов'язані проявляти свою ініціативу, кмітливість і наполегливість, мобілізувати для вирішення задач свої знання. Домашні завдання за рішенням задач доцільно пов'язувати з поглибленням і уточненням вивченого, з відкриттям якихось нових його сторін. 

Оскільки учні звичайно мають індивідуальні особливості, різну підготовку по математиці, слід індивідуалізуватися домашні завдання за рішенням математичних задач. При цьому треба враховувати багато чинників: учні при рішенні домашніх задач повинні усунути пропуски в знаннях (у кого вони є), закріпити придбані на уроці знання, удосконалювати їх. Через індивідуальні домашні завдання (паралель з роботою на уроці) можна виявити схильності окремих учнів, виховувати у них захоплення математикою. Посильні ж завдання для слабких і відстаючих учнів допоможуть їм подолати багато труднощів в навчанні рішенню задач. Треба помітити, що учні з особливим бажанням вирішують задачі, запропоновані їм в індивідуальному порядку. Такі завдання можна заготовити на спеціальних картках. 

Завершальний етап в рішенні учбової математичної задачі. Для учбових задач особливе значення має не отримання відповіді, а процес знаходження його, процес переробки вхідної інформації у вихідну. Відповідь особливе существен для задач, які людині доводиться вирішувати в практичній діяльності, для учбової ж задачі на першому місці стоять пошуки рішення, здійснення його і пізнавальні висновки з виконаної роботи. Тому необхідний завершальний етап роботи над учбовою задачею. 

Основним змістом його повинне бути осмислення виконаного рішення, формулювання і рішення інших задач (якщо виявляється можливим), явно пов'язаних з першою, породжуваних нею, і витягання зі всієї виконаної роботи висновків про те, як знаходяться і виконуються рішення. 

1) Необхідність обговорення задачі і її рішення витікає з основного призначення учбових математичних задач. При обговоренні рішення задачі потрібно зупинитися на наступних питаннях: 

а) Повніше використовування умови задачі. При рішенні багатьох задач слід прагнути до достатньо повного використовування вхідної інформації, що міститься в них. Практично це означає, що по одній і тій же умові корисно вирішувати не одну, а декілька задач, метою яких є отримання різних результатів. Значить, багато задач повинне явно містити декілька питань. Інакше доцільно ставити і додаткове питання: "Що ще можна взнати з умови задачі?" 

Можна зробити висновок, що в методичному відношенні набагато корисніші задачі багатопитань. Дійсно, многовопросность розвиває грунтовність мислення. Вона привчає школярів до встановлення багатобічних зв'язків в даних ситуаціях. Задачі багатопитань дозволяють економніше використовувати час, відведений для вирішення задач на уроках математики, оскільки на засвоєння змісту задачі при цьому витрачається набагато менше час, ніж при рішенні декількох різних по умові задач однопитань. 

б) Обговорення роботи по пошуку рішення. Основна трудність при рішенні математичної задачі полягає в знаходженні рішення, а не в здійсненні його. Тому виявляється необхідним виявлення ідеї (головної думки), встановленої в основу рішення (як ця ідея виникла? .Что допомогло знайти рішення?), інакше кажучи, потребує обговорення підхід до рішення задачі, пошук рішення. 

Приступаючи до рішення задачі, шукають перш за все провідну ідею (принцип), з якої слід виходити. Якщо така ідея знайдена, то подальше рішення є її конкретизацією, втіленням. Але може трапитися так, що знайдена ідея не забезпечує досягнення мети. Тоді шукають інші ідеї, відповідні для даної задачі, і випробовують їх. Ось ці пошуки і відбір ідей, з яких можна виходити при рішенні задач, напевно, і складають основну трудність рішення. Тому важливо врахувати і використати чинники, що допомагають цим пошукам, і подолати чинники, що заважають їм. 

Щоб мати нагоду вибрати ідею рішення задачі, потрібно мати в своєму розпорядженні достатній запас таких ідей. Цей запас і створюється в практиці рішення задач (при обговоренні рішень). Успішні дії при рішенні підкріплюються, і здобута цінна інформація фіксується в довготривалій пам'яті. Так накопичується хороший досвід рішення задач. 

Потрібно учити школярів користуватися запасом провідних ідей для вирішення різноманітних задач, учити вибирати і застосовувати потрібну ідею. Багато хто з таких ідей був виказаний як ради і питання вирішальному задачу. Після рішення задачі корисно ще раз звернути увагу учнів на такі ідеї, що приводять до вдалого рішення задачі. 

в) Виявлення зв'язків з раніше вирішеними задачами. При рішенні математичних задач часто використовуються методи і результати рішення попередніх задач. Саме тому корисне виявлення зв'язків даної задачі з вирішеними раніше. Але не тільки тому. Порівнюючи задачу з вирішеними раніше схожими задачами, учні виявляють їх загальні і різні риси, краще засвоюють ідею рішення даної задачі, глибше пізнають метод рішення класу схожих задач і таким чином готуються до рішення наступних задач. 

2) Друга частина завершального етапу в рішенні задачі - пошуки і здійснення нових способів її рішення, їх порівняння і вибір кращого варіанту рішення.. 

Варто тільки відзначити, що ефективнішого шляху для виховання гнучкості математичного мислення і винахідливості, ніж шлях пошуків різних рішень задач, мабуть, ні. 

3) Третя складова частина завершального етапу роботи із задачею - формулювання і рішення деяких інших задач, "породжених" розібраною. Ми маємо тут на увазі узагальнення і спеціалізації початкової задачі, а також отримання інших задач з даної в результаті часткової зміни її умови. 

Це можуть бути задачі, в яких частина даних початкової задачі приймається за шукане, а деякі шукані вважаються даними; задачі, одержані заміною одних об'єктів іншими (без зміни шуканих) і т.д. Так виникають задачі, зворотні даним, суперпозиції задач, серії задач з різними даними, що приводять до одного результату, і т.п. Цю частину завершального етапу можна назвати розвитком теми задачі. Важко переоцінити значення розвитку теми задачі для виховання математичного мислення учнів, розвитку пізнавальних здібностей, формування особи учня. Дуже корисний розвиток теми задачі і в практичному відношенні, оскільки зміни, узагальнення і спеціалізації задач виховують творче відношення до тих задач, які ставить перед нами життя, роблять наше мислення ініціативним і більш оперативним. У методичному відношенні розвиток теми задачі особливо цінний тим, що привчає задач, що вчаться до переконструїрованію, а це, як відомо, основний прийом пошуку рішень. Приведемо приклади розвитку теми задачі. 

Приклад. Не змінюючи підстави, перетворіть даний паралелограм в рівновеликий йому паралелограм. 

Цю у можна спеціалізувати, наприклад, так: а) Даний паралелограм. Побудуйте ромб, що рівновеликий даному паралелограму і має своєю стороною підстава цього паралелограма, би) Побудуйте прямокутник, що рівновеликий даному паралелограму і має ту ж саму підставу. 

Приклад. Периметр прямокутника 2 р. Яким повинен бути цей прямокутник, щоб площа його була найбільшою? Обернутою задачею по відношенню до даної буде така: 

Площа прямокутника 5. Яким повинен бути цей прямокутник, щоб периметр його був якнайменшим? 

Приклад 4. Задача: "Відновіть рівнобедрений трикутник по одній з його вершин і підставам двох висот" - допускає наступні зміни: а) відновіть рівнобедрений трикутник по двох його вершинах і підставі однієї з висот, би) відновіть рівнобедрений трикутник по підставах двох висот, лежачим на його бічних сторонах, і двом відмінним від вершин точкам підстави трикутника, в) відновіть рівнобедрений трикутник по підставах трьох його висот, г) відновіть трикутник по підставах трьох його висот. Зміни цієї задачі ведуть до узагальнення як задачі, так і методу її рішення. а 

Розвиток теми задачі як завершальний етап роботи з нею особливо цінний при творчому підході вчителя до навчання рішенню задач. 

4) По відношенню до деяких задач з яскраво вираженими особливостями (за змістом і прийомам рішення) слід говорити і про чотири частини завершального етапу. Ми маємо на увазі перш за все повчальні висновки (фіксації) з виконаної роботи про те, як в подібних випадках знаходиться і здійснюється рішення, а також які особливості задач підказують прийом рішення. 

До цієї частини слід віднести і систематизацію різних можливих підходів до задач певного змісту. В ході роботи за рішенням серії зв'язаних між собою задач наступає момент, коли виявляється дуже корисним підвести підсумки виконаної роботи, систематизувати прийоми рішень, повніше виявити можливості для здійснення рішень задач даного вигляду і схожих з ними. 

Ясно, що систематизуючі розгляди не тільки цінні для повторення теорії і рішення задач, але і мають ще і явно виражений дослідницький характер, містять елементи творчості. Істотно, нарешті, що вони є вірним засобом встановлення зв'язків між різними математичними питаннями.

Загальні методи навчання рішенню математичних задач

Аналіз і синтез при рішенні задач. Аналіз і синтез знаходять широке застосування при рішенні математичних задач. Нагадаємо, що аналіз - це метод міркувань від шуканих до даних. Синтез - метод міркувань, ведучий від даних до шуканих. Обидва ці методу звичайно застосовуються у взаємозв'язку. 

Аналіз і синтез знаходять застосування практично при рішенні кожного виду задач, кожної задачі. 

1) Аналіз і синтез при рішенні задач на доказ. 

2) Аналіз і синтез при рішенні текстових задач. Текстовими задачами тут названі математичні задачі, в яких вхідна інформація містить не тільки математичні дані, але ще і деякий сюжет (фабулу задачі). 

При рішенні текстових задач за допомогою апарату арифметики роль аналізу зводиться до складання плану рішення, задача ж найчастіше розв'язується синтетичним методом. 

3) Аналіз і синтез при рішенні задач на побудову в геометрії. Аналіз і синтез застосовуються і при рішенні задач на побудову в геометрії, інакше, конструктивних задач геометрії. Як відомо, рішення цих задач виконується по наступному плану: аналіз, побудова, доказ, дослідження. Назва першої частини - аналіз говорить саме за себе: це дійсно метод аналізу, ведучий від шуканих ("припустимо, що шукана фігура побудована") до даних, точніше, до їх використовування в побудові. При аналізі намічається план побудови, яка виконується синтетичним шляхом. При доказі можливе використовування як аналізу, так і синтезу, але частіше застосовується останній. Дослідження припускає переважне застосування методу аналізу. 

Інші загальні методи рішення задач. 

Розглянуті в попередніх пунктах аналіз і синтез є найзагальнішими методами рішення задач. Нижче висловлюються також загальні методи рішення задач, які мають більш обмежене застосування. 

Один з них - метод вичерпних проб, основою якого є виявлення всіх логічних можливостей і відбір з них таких, які задовольняють умові задачі. Якщо логічних можливостей, відповідних умові задачі, - кінцеве число, то може виявитися можливим перебрати все їх і в ході цього перебору виділити цілком задовольняючі умові. За допомогою цього прийому розв'язуються, зокрема, деякі елементарні задачі теоретико-числового змісту. Методом вичерпних проб з великим успіхом можна користуватися і для вирішення багатьох логічних задач. Розвитком вказаного прийому служать деякі методи рішення в цілих або раціональних числах невизначених рівнянь, і зокрема добре .известный метод розсіювання. 

Другий метод - це метод зведення. Суть його полягає у тому, що .данные задачі піддаються послідовним перетворенням. Кінцем ланцюжка перетворень, що виходить таким чином, може бути стан, простий розгляд якого дає необхідний 'результат. Якщо, наприклад, потрібно вирішити рівняння, то звичайно складають таку кінцеву послідовність рівнянь, еквівалентних даному, останньою ланкою якої є рівняння з 'очевидним рішенням. Так само поступають при рішенні систем рівнянь, нерівностей, систем рівнянь і нерівностей. Рішення задач на доказ дуже часто є ланцюжками тотожних перетворень, що тягнуться від лівої частини доводжуваної тотожності до правої, або навпаки, або від лівої і правої частин до одного і того ж виразу. Звичайно, вказане зведення потрібно розуміти і як виведення, як кінцеву послідовність, що веде від шуканих до даних. Цей метод найчастіше застосовується в тих випадках, в яких задане відношення володіє властивістю транзитивності. Такі відносини еквівалентності (рівність, рівняння, тотожність, логічна равносильность, паралель) м порядку (строгі і нестрогі нерівності, включення множин, логічне проходження). Прийом "зведення" лежить в основі рішення геометричних задач на побудову. У кожній задачі цього вигляду міститься вимога: виходячи з даних фігур (або даних їх елементів), за допомогою вказаних конструктивних елементів побудувати фігуру, що задовольняє певним умовам. Це означає, що необхідна побудова повинна бути зведене до так званих елементарних побудов, виконуваних реальними інструментами. 

Метод зведення знаходить постійні застосування при рішенні текстових задач арифметичними способами. Суть справи тут полягає у тому, що дана задача зводиться до простих задач. 

Рішення задач на доказ теорем в своїй основі має також зведення: доводжуване твердження зводиться до раніше доведених теорем і раніше введених аксіом і визначень даної наукової області. Довести - це значить звести нову теорему (задачу) кінець кінцем до аксіом. 

Третій метод рішення задач має своєю основою моделювання (математичне і наочне). Для моделювання притягуються різні математичні об'єкти: числові формули, числові таблиці, буквені формули, функції, рівняння алгебра або диференціальні і їх системи, нерівності, системи нерівностей (а також нерівностей і рівнянь), ряди, геометричні фігури, різноманітні графосхеми, діаграми Венна, графи і т.д. 

Математичне моделювання знаходить застосування при рішенні ' багатьох текстових (сюжетних) задач. Вже рівняння, складене по умові текстової задачі, є її моделлю алгебри (аналітичної). Креслення фігури, заданої в геометричній задачі, з позначеними на ній даними і шуканими теж є геометричною моделлю задачі. Але нерідко рішенню задачі допомагає і наочна її модель (наприклад, об'ємна геометрична фігура, модель з використовуванням або зображенням предметів і об'єктів, заданих в задачі, і ін.). 

Велике практичне значення мають методи знаходження наближених значень шуканих величин. 

Всі графічні прийоми рішення задач на обчислення дають наближені рішення. Але наближені рішення можуть виходити і за допомогою чисельних методів (наприклад, при рішенні квадратних рівнянь по формулах їх коріння). 

У геометрії використовуються наближені методи побудови. Прикладами їх служать випрямлення кола, побудова квадрата, рівновеликого даному кругу, розподіл кута на рівні частини і т.д. 

Такі основні прийоми рішення задач по курсу математики середньої школи. Залишається підкреслити, що в практиці рішення задач вони часто комбінуються. 

Одна з основних цілей рішення задач в шкільному курсі математики і полягає в тому, щоб забезпечити дієве засвоєння кожним учнем основних методів і прийомів рішення учбових математичних задач. 

Загальні ради вчителя учню при рішенні задач. Для того, щоб навчитися вирішувати задачі, треба набути досвіду їх рішення. Рідкісні учні самостійно придбавають такий досвід. Борг вчителя - допомогти учням набути досвіду рішення задач, навчити їх вирішувати задачі. Проте допомога вчителя не повинна бути надмірною. Якщо вчитель багато допомагатиме учню, на частку останнього нічого не залишиться або залишиться дуже мало роботи по придбанню досвіду рішення задач. Так учень не навчиться вирішувати задачі. Якщо ж допомога вчителя буде мала, учень також .может не навчитися вирішувати задача. Вчитель повинен допомагати учню шляхом рад, як вирішувати задачу, або питань, відповідаючи на які учень успішніше вирішить задачу. Іноді вчитель розігрує рішення задачі, сам ставлячи питання і сам же відповідаючи на них. Учні наслідують йому в цьому, поступово привчаючись вирішувати задачі. Але такий варіант навчання вимагає більшої витрати часу і не завжди приводить до добрих результатів. Можна сказати, що механічне наслідування не метод навчання рішенню задач. Потрібні питання і ради вчителя учню, зухвалі розвиваючі розумову діяльність школярів, допомагаючі розвивати творчий підхід до рішення задач. 

Такі питання і ради повинні володіти спільністю для різних задач, інакше учні не навчаться вирішувати багато задач, а вчитимуться вирішувати кожну конкретну задачу окремо. В той же час питання і ради повинні бути природні і прості, повинні мати своїм джерелом простий здоровий сенс. Вони повинні надавати учню дієву, але не настирливу допомогу. 

Але одних питань і рад вчителя учню недостатньо для навчання рішенню задач. Не можна забувати, що "уміння вирішувати задачі є мистецтво, що придбавається практикою" . 

Питання і ради учню умовно можна підрозділити на чотири групи. Це підрозділ питань, взагалі кажучи, не є категоричним. Може виявитися, що питання, рекомендовані для першого етапу, нададуть допомоги і на другому етапі, а рекомендовані для другого етапу - на третьому і т.п. Річ у тому, що етапи рішення задачі не можуть бути строго ізольовані один від одного, між ними існує певний зв'язок, в їх єдності полягає процес рішення задачі. 

Далі формулюються і пояснюються питання і ради вчителя учню, пропоновані на кожному етапі рішення задачі. 

1) Питання і ради для засвоєння змісту задачі (1-й етап). Не можна приступати до рішення задачі, не з'ясувавши чітко, в чому полягає завдання, тобто не встановивши, які дані і шукані або посилки і висновки. Перша рада вчителя: не поспішати починати вирішувати задачу. Ця рада не означає, що задачу треба вирішувати якомога повільніше. Він означає, що рішенню задачі повинна передувати підготовка, що полягає в наступному: а) спочатку слід ознайомитися із задачею, уважно прочитавши її зміст. При цьому схоплюється загальна ситуація, описана в задачі; б) ознайомившися із задачею, необхідно вникнути в її зміст. При цьому потрібно слідувати такій раді: виділити в задачі дані і шукані, а в задачі на доказ -посилки і висновки. 

в) Якщо задача геометрична або пов'язана з геометричними фігурами, корисно зробити креслення до задачі і позначити на кресленні дані і шукані (це теж рада, якій повинен слідувати учень). 

г) У тому випадку, коли дані (або шукані) в задачі не позначені, треба ввести відповідні позначення. При рішенні текстових задач алгебри і почав аналізу вводять позначення шуканих або інших змінних, прийнятих за шукані. 

д) Вже на першій стадії рішення задачі, стадії розуміння завдання, корисно спробувати відповісти на питання: "Чи можливо задовольнити умові?" Не завжди відразу вдається відповісти на це питання, але іноді це можна зробити. 

Відповідаючи на питання: "Чи можливо задовольнити умові?", корисно з'ясувати, чи однозначно сформульована задача, чи не містить вона надмірних або суперечливих даних. Одночасно з'ясовується, чи досить даних для вирішення задачі. 

2) Складання плану рішення задачі (2-й етап). Складання плану рішення задачі, мабуть, є головним кроком на шляху її рішення. Правильно складений план рішення задачі майже гарантує правильне її рішення. Але складання плану може виявитися складним і тривалим процесом. Тому украй необхідно пропонувати учню ненав'язливі питання, ради, що допомагають йому краще і швидше скласти план рішення задачі, "відкрити" ідею її рішення: 

а) Чи відома вирішальному яка-небудь споріднена задача? Аналогічна задача? Якщо така або споріднена задача відома, то складання плану рішення задачі не буде скрутним. Але далеко не завжди відома задача, споріднена вирішуваною. В цьому випадку може допомогти в складанні плану рішення рада. 

б) Подумайте, чи відома вам задача, до якої можна звести вирішувану. Якщо така задача відома вирішальному, то шлях складання плану рішення даної задачі очевидний: звести вирішувану задачу до вирішеної раніше. Може виявитися, що споріднена задача невідома вирішальному і він не може звести дану задачу до якої-небудь відомої. План же відразу скласти не вдається. 

Варто скористатися радою: "Спробуйте сформулювати задачу інакше". Іншими словами, спробуйте перефразовувати задачу, не міняючи її математичного змісту. 

При переформулірованії задачі користуються або визначеннями даних в ній математичних понять (замінюють терміни їх визначеннями), або їх ознаками (точніше сказати, достатніми умовами). Треба відзначити, що здатність учня переформуліровать текст задачі є показником розуміння математичного змісту задачі. 

Деякі автори відносять до переформуліровке задачі і переклад її на мову математики, тобто мова алгебри, геометрії або аналізу. Це, швидше, формалізація задачі, "математизація" її. До такого прийому і доводиться часто вдаватися при рішенні багатьох текстових задач. 

г) Складаючи план рішення задачі, завжди слід ставити собі (або вирішальному задачу учню) питання: "Чи всі дані задачі використані?" Виявлення неврахованих даних задачі полегшує складання плану її рішення. 

д) При складанні плану задачі іноді буває корисне слідувати раді: "Спробуйте перетворити шукані або дані". Часто перетворення шуканих або даних сприяє швидшому складанню плану рішення. При цьому шукані перетворять так, щоб вони наблизилися до даних, а дані - так, щоб вони наблизилися до шуканих. Так, при кожному випадку тотожних перетворень дані перетворяться, поступово наближаючись до результату (шуканому). Аналогічне рівняння, систему рівнянь, нерівність або систему нерівностей перетворять в рівносильні, щоб знайти їх коріння або безліч рішень. 

е) Нерідко трапляється так, що, слідуючи вказаним вище радам, вирішальний задачу все ж таки не може скласти план її рішення. Тоді може допомогти ще одна рада: "Спробуйте вирішити лише частину задачі", тобто спробуйте спочатку задовольнити лише частини умов, з тим щоб далі шукати спосіб задовольнити умовам задачі, що залишилися. 

ж) Нерідко в складанні плану рішення задачі допомагає відповідь на питання: "Для якого окремого випадку можливо достатньо швидко вирішити цю задачу?" Знайшовши такий окремий випадок, вирішальний ставить перед собою нову мету - скористатися рішенням задачі в знайденому окремому випадку для загальнішого (але, можливо, не найзагальнішого) випадку. Так можна поступити, поступово узагальнюючи задачу до початкової, вирішуваної задачі. Передбачуваний варіант міркувань - явне застосування повної індукції. Отже, рада: "Розгляньте окремі випадки задачної ситуації, вирішіть задачу для якого-небудь окремого випадку, застосуйте індуктивні міркування". 

3) Реалізація плану рішення задачі (3-й етап). План указує лише загальний контур рішення задачі. При реалізації плану вирішальний задачу розглядає всі деталі, які вписуються в цей контур. Ці деталі треба розглядати ретельно і терпляче. Але при цьому учню (вирішальному задачу) корисно слідувати деяким радам: 

а) Перевіряйте кожен свій крок, переконуйтеся, що він зроблений правильно. Іншими словами, потрібно доводити правильність кожного кроку посиланнями на відповідні, відомі раніше математичні факти, пропозиції. 

б) При реалізації плану допоможе і рада: "Замініть терміни і символи їх визначеннями". Так, термін "паралелограм" замінюється його визначенням: "Чотирикутник, у якого протилежні сторони попарно паралелі", термін "межа числової послідовності" для доказу, наприклад, тієї пропозиції, що межа суми двох послідовностей, що мають межі, рівна сумі меж цих послідовностей, можна замінити, і цілком успішно, його визначенням. 

в) При рішенні деяких задач допомагає рада: "Скористайтеся властивостями даних в умові об'єктів". 

4) Аналіз і перевірка правильності рішення задачі (4-й етап). Навіть дуже хороші учні, одержавши відповідь і ретельно висловивши хід рішення, рахують задачу вирішеної. Адже отримання результату не означає ще, що задача вирішена правильно. Тим більше не означає, що для вирішення вибраний кращий, найвдаліший, витонченіший, якщо можна так виразитися, варіант. По В. М. Брадісу, задачу можна вважати вирішеною, якщо знайдене рішення: 1) безпомилково, 2) обгрунтовано, 3) має вичерпний характер. Тому аналіз рішення задачі, перевірка рішення і достовірності результату повинні бути етапом рішення задачі. Отже, дві ради: "Перевірте результат", "Перевірте хід рішення". Перевірка результату може вироблятися різними способами. Перевіряючи правильність ходу рішення, ми тим самим переконуємося і в правильності результату. Значить, треба виконати раду: "Перевірте всі вузлові пункти рішення", ще раз переконаєтеся в істинності проведених міркувань. 

Другий спосіб перевірки результату полягає в отриманні того ж результату застосуванням іншого методу рішення задачі, тому корисно завжди задавати вирішальному питання: "Чи не можна той же результат одержати інакше?" Іншими словами, варто послухатися пораду: "Вирішіть задачу іншим способом". Якщо при рішенні задачі іншим способом одержаний той же результат, що і в першому випадку, задачу можна вважати вирішеною правильно. До того ж отримання різних варіантів рішення однієї і тієї ж задачі має важливе повчальне значення. 

Викладені вище ради для вирішення задач дозволяють вирішувати багато задач, але, зрозуміло, не можуть служити рецептом для вирішення будь-якої задачі. Ці ради, багато з яких сформулював Д. Пойа, правильно орієнтують вирішального задачі на пошук рішення, скорочують час рішення багатьох задач, підвищують вірогідність відшукання вірного і раціонального способу рішення задач. Єдиного ж рецепту для вирішення будь-яких задач просто не існує. 

5) Від загальних рад до приватних. Починати треба із загальних питань, із загальних рад, тобто саме з тих, які були приведені вище. Може виявитися, що загальні питання не нададуть допомог якомусь учню. Тоді треба звернутися до додаткових, більш приватних питань, так щоб дійти до питань, відповідних рівню розвитку і математичній підготовці учня. Переходити до приватних, конкретних питань треба поступово, щоб на частку учня дісталася найбільша частина роботи за рішенням задачі. 

Ставлячи більш приватні, додаткові питання, потрібно враховувати наступне: питання повинні бути такими, щоб вони направляли думку учня в потрібну сторону, примушуючи його активно мислити над рішенням задачі. Зрозуміло, пропонуючи питання учням, треба надати час на обдумування відповідей на ці питання. 

Ясно, що систематизуючі розгляди не тільки цінні для повторення теорії і рішення задач, але і мають ще і явно виражений дослідницький характер, містять елементи творчості. Істотно, нарешті, що вони є вірним засобом встановлення зв'язків між різними математичними питаннями.
